Espacio Euclideo

1.- Norma de un vector

Definiremos el espacio euclideo R® por medio de las coordenadas cartesianas y ciertos conceptos geométricos, de

forma que utilizando herramientas algebraicas y analiticas obtendremos resultados geométricos.

Identificamos cada punto o elemento (r1, 2, x3) del espacio euclideo R? con el vector & que va desde el origen a

dicho punto: & = (21, 2, x3).
Ademds, con el objetivo de fijar todos los conceptos necesarios introducimos la siguiente definicién.
Definicién 1 Se define la base candnica en R> como el conjunto de vectores:
{51 = (]., 0, 0), 52 = (0, ]., 0)7 63 = (0, 0, 1)}7

de manera que un vector cualquiera de R® ¥ = (z1,x2,73), se puede representar en términos de la base candnica

3
i=1
En ocasiones la base candnica en el espacio de denota como
{i,7,k}.
Ejercicio 1 Hallar un vector de R® cuyas coordenadas con respecto de la base B = {(—1,2,0),(0,0,3), (0, —2,1)} son
a) (1,2,3);

b) (-1,5,0):

Definicién 2 (Espacio Euclideo) El espacio euclideo es un espacio vectorial normado, es decir, un espacio vectorial
con una norma asociada. De esta forma, el espacio euclideo 3-dimensional se denota como R2, y tiene asociada una

funcion que denominamos norma

Il : R® = R,

tal que para todo T = (w1, x2,23) € R® tenemos que

2] := \/a? + 23 + 23,

y que cumple las siguientes propiedades:
1) Para todo @ € R®, ||Z|| >0 si & #0 y ||| =0 si T=0 (0 vectorial);
2) ||IAZ|| = |M ||Z]| para todo X\ € R y ¥ € R3;

3) |1Z + Il < |7l + 14| para todo .5 € R®.



Observacién 1 Asociada a toda norma existe una funcion distancia entre dos elementos del espacio euclideo T, €

R3, que denotamos como la norma de la diferencia
d(Z,7) = || — ¥l -
Ademds, la funcion distancia cumple las propiedades de la norma. Para todo z,y € R3:
1) d(Z, ) = ||£ = gll >0 50 Z # g; d(Z, %) = |7 — &| = 0;
2) d(Z,y) = |7 - gl = [(-D)(F - D) = | = 1|y — 2| = d(7,Z);

3) d(Z,y) = ||€ =gl = [|£ = 2+ Z - gl < |7 - 2| + [|[Z — Il = d(Z, 2) + d(Z, ).

Interpretacion geométrica de la norma de un vector.

Suponemos el vector @ = (a5, ay, a.). Como hemos comentado con anterioridad este vector representa el segmento
desde el origen de coordenadas hasta un cierto punto del espacio P. Entonces, aplicando el Teorema de Pitagoras al

tridngulo ORP, donde R es la proyeccion del vector @ sobre el plano XY, tendremos que
|OP|]? = |ja|* = OR" + 2.

Si aplicamos de nuevo el Teorema de Pitdgoras sobre el tridngulo OQR, donde R es el punto sobre el eje X con

distancia a, al origen, tendremos que
A2 2 2
|OR|" = a; + a;,

de forma que combinando ambas expresiones tendremos

|a@||® = a2 + a2 + a2 = |@]| = \/W
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Figura 1: Norma de un vector.

2.- Producto escalar

Definicién 3 (Producto escalar) Definimos el producto escalar en R3 como la aplicacion (-,-) : R® x R® — R, tal

que:



1) Definida positiva, (Z,Z) >0 si & # 0, (Z,Z) =0 si = 0;
2) Simétrica, (Z,¥) = (§,%);

3) Bilineal, (12 + py,2) = 1{(Z,2) + p(y,2), L, u € R.

De esta forma, el producto escalar es una forma bilineal simétrica y definida positiva, que denotaremos como

—

Observacién 2 A todo producto escalar le podemos asociar una norma,

definiendo de esta manera la longitud de un vector .

Interpretacion geométrica del producto escalar.

El producto escalar entre dos vectores del espacio se puede expresar como
<&, § >= [|Z]| [|]] cos(av),

siendo « el dngulo que forman ambos vectores en el espacio euclideo R?. Si representamos dos vectores @ = (a, ay),
b= (b, b,) del espacio euclideo (en el plano en este caso), en un sistema de referencia cartesiano rectangular. Teniendo
en cuenta la definicién de norma de un vector tendremos que las normas de los vectores a y b vienen representadas
por las siguientes expresiones ||d|| y ||I;H7 respectivamente, por aplicacién del Teorema de Pitagoras. Ademads, por una

interpretacién geométrica de los vectores en el plano llegamos a que

ay = ||d||cose, ay, =|d|sena ¥y
by = ||b]|cos B, by =||b]|sen

donde « y B representan los dngulos que los vectores @ y b forman con el eje de coordenadas X. Entonces, haciendo

uso de la definicién del producto escalar tenemos que

<ab>

|| cos a\|5|| cos B8+ ||d|| Sena||g|\ sen 3
@] 1|]|( cos acos 3 + sen asen )

= [l@ll |[o]| cos(B — ) = |al||[b]] cos ¢,

donde ¢ representa el angulo hay entre ambos vectores.

Observacién 3 = La expresion geométrica del producto escalar nos permite calcular el dngulo que forman dos
vectores cualesquiera del espacio,
< X,y >
COS(O{) = TS
(] 1471

» Dos vectores Z, Y son ortogonales (ZLy) si y sdlo si < &,§ >=0;
= Dos vectores Z,1 son paralelos cuando
12 - gl = 1zl |-
Ejemplo 2 Dados los vectores @ = (0,1,v/3) y b= (0,—1,0), el dngulo que forman viene dado por la expresién
<@ b>=|a| ||| cos(c).
Si calculamos el producto escalar de ambos vectores
<@ b>=0-0+1-(-1)4+3-0=—1,

ademas,
@l =vi+3=2, [b]=V12=1.

Por lo tanto,

1 2
cos(a) = -5 v entonces « = 5



Ejemplo 3 Dados los puntos A = (1,0,2) y B = (—1,3,0), calcular el punto situado sobre la direccién de la recta formada

por ambos puntos y con médulo 2.

La direccién de la recta que pasa por los puntos A y B seran los vectores

—

b=7AB=1(-1-1,3,,—2) = 7(—2,3,-2).
ST ademas ||b|| = 2

= 2
bl =VAT2 4+ 912+ 42 = |7|[V1T=2=>T=+—.
6= v L

Ejercicio 4 Dados los vectores @ = (—1,—1,2) y b= (0,2, 1), calcular un vector que sea ortogonal a ambos y cuyo médulo sea
2.

3.- Producto vectorial

Definicién 4 Tomando dos vectores Z,7 de R> el producto vectorial entre ambos vectores viene determinado por

la expresion

A
N J T2 I3 |=» Ty T3 | = r1 T2 |y
TXYy=|mx x2 T3 |= (s J+ k,
Y2 Y3 Yr Y3 Y Y2
Y Y2 Y3

Interpretacién geométrica del producto vectorial.

la norma del vector resultante del producto vectorial entre los vectores &, 3 viene determinada por
[ > gl = [|Z]] [[#llsen(),

que corresponde al area del paralelogramo formado por ambos vectores, y su direccién perpendicular a cada uno de
ellos en el sentido del avance del tornillo o sacacorchos cuando va de Z a /.

—
—

Ejercicio 5 Dados los vectores @ = (1,0,—1) y b= (2,—1,1), calcular los productos vectoriales de @ x l_;y b x a.
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