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1. Geometria analitica en el plano

1.1. Lugares geométricos en el plano

Un lugar geométrico es el conjunto de los puntos del plano que verifican alguna

condicién geométrica. Algunos ejemplos son los siguientes:

» circunferencia: el conjunto de puntos (lugar geométrico) que equidistan 7 unidades

de un punto fijo C' llamado centro;

» recta: el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de dos puntos

fijos;

= mediatriz de un segmento: el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los

extremos de dicho segmento;

a)

Figura 3.1: a) Lugar geométrico ¢ de los puntos que equidistan del punto C. b) Lugar

geométrico r de los puntos del plano que equidistan de los puntos A y B.



» bisectriz de un angulo: el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados

de dicho angulo.

Como vemos, podemos describir un lugar geométrico a través de la caracteristica
geométrica que lo define, pero en muchas ocasiones estaremos interesados en describir

dicho lugar por medio de una ecuacion.

1.2. Ecuacion de una recta

Sabemos que existen diferentes maneras de expresar una recta. Introduciremos los
conceptos béasicos y enumeraremos los distintos tipos de ecuaciones.

Recordemos que para definir completamente una recta nos basta con conocer su di-
reccion y uno de los puntos que la forman, que nos daréd su posicion. La direcciéon de la
recta puede ser descrita por medio de cualquier vector (libre) con la misma direccion; en
tal caso, el vector se denomina vector director de la recta. Si sabemos que una recta
tiene vector director ¥, de coordenadas (v1,v9) y pasa por el punto P, de coordenadas
(x0,%0), y denotamos por (z,y) a las coordenadas cartesianas de los puntos que forman

dicha recta, podemos describirla mediante:

la ecuacién vectorial: (z,y) = (2o, %0) + A(v1,v2), con A € R; para cada valor de

A obtenemos un punto de la recta,

. . T =X+ Avy
la ecuacién paramétrica: ,con A € R

Y = Yo+ Ava

. . T — o Y—Yo
la ecuacién continua: =
U1 V2

Y

. . V2 U2 .
la ecuaciéon punto-pendiente: y — yo = —(x — xp), donde m = — se denomina
U1 U1
pendiente de la recta e indica la inclinaciéon de la misma: es el valor de la tangente



del angulo que la recta forma con el eje X. Por tanto, la ecuacion se puede escribir:
Y — Yo = m(z — xo).

Si vy = 0, la recta es horizontal; si v; = 0, la recta es vertical; obsérvese que ambas
componentes no pueden ser 0 simultaneamente, porque entonces no se trataria de

un vector director. En el resto de casos, la pendiente puede ser positiva o negativa.

= la ecuacion implicita: Ax+ By+ C = 0. Conocida esta ecuacion, se puede obtener
un vector director de la recta de la forma o = (=B, A). El vector 77 = (A4, B) es

perpendicular a la recta y se denomina vector normal de la recta.

= la ecuacion explicita: y = mx + n, donde m es, igual que antes, la pendiente
de la recta y n se denomina ordenada en el origen o intercepto, y es el valor de la

ordenada en la que la recta corta al eje Y.

1.3. Posiciones relativas de rectas

Desde un punto de vista geométrico, la posicion relativa de dos rectas es sencilla:
» Rectas secantes: las rectas tienen un tinico punto en comun (se cortan).

= Rectas paralelas: no tienen ningtin punto en comin. En este caso, la pendiente de

ambas rectas es la misma.
» Rectas coincidentes: tienen infinitos puntos en comin (son la misma recta).

Para determinar las posiciones relativas de dos rectas existen distintos métodos. Re-

cordemos dos de ellos:



Usando vectores directores:

1. Calcular los vectores directores de las dos rectas. Si no son paralelos, las rectas son

SECANTES.

2. Si los vectores son paralelos, tomar un punto cualquiera de una de las rectas y
determinar si es también un punto de la otra. Si lo es, las rectas son COINCIDENTES;
si no lo es, las rectas son PARALELAS.

Resolviendo un sistema:

1. Escribir las ecuaciones de las rectas en forma implicita y formar con ellas un sistema.

2. Si al resolver el sistema este tiene solucion tinica, las rectas son SECANTES; si existen
infinitas soluciones, las rectas son COINCIDENTES; si el sistema es incompatible, las

rectas son PARALELAS.

1.4. Problemas métricos

Las formulas que incluimos a continuacion, aprendidas en el bachillerato, nos pueden

ser utiles para resolver ciertos problemas métricos:

» Punto medio de un segmento de extremos A = (aj,a3) y B = (b1,bs). Las

coordenadas del punto medio M son
a; + bl as + bz
2 72 '

= Distancia de un punto a una recta. Dados una recta r con ecuacién implicita

Ax + By + C = 0 y un punto P de coordenadas (zg,yo), exterior a la recta, la



distancia entre r y P se calcula mediante:

ﬂam:‘

A.TO—FByO—FC’

= Punto simétrico a otro respecto a una recta. Dados una recta r y un punto

P exterior a ella, el punto simétrico P’ de P respecto a r se calcula mediante:

P'=Q+ PG,

siendo () el punto de r de distancia minima a P, que cumple que el vector P@ es

perpendicular a la recta r.

(a1 + b1 az + by
2 72

)

Lo\ L
B - (bl, bg)

-1 +

Figura 3.2: a) Punto medio M del segmento AB. b) Punto P’ simétrico a P respecto a la

recta r; el punto () es el punto medio del segmento PP’.

Con los conceptos aprendidos hasta ahora somos capaces de resolver muchos problemas

métricos, mucho més complicados que escribir la ecuacién de una recta o de determinar

las posiciones relativas de dos rectas. Por ejemplo, sabemos:



Calcular la distancia entre dos puntos, calculando el modulo del vector que une

dichos puntos.

Determinar el dngulo entre dos rectas, hallando el angulo que forman sus vectores

directores mediante el producto escalar.

Determinar los dngulos de un triangulo descrito a través de sus vértices, usando

también el producto escalar.

Hallar la mediatriz de un segmento, hallando la recta que pasa por el punto medio

del segmento y que es perpendicular al mismo.

Hallar la bisectriz de un angulo, formado por dos rectas r y s, imponiendo la condi-
cion de que la distancia de los puntos de la bisectriz a la recta r sea la misma que

entre dichos puntos y la recta s.

Geometria analitica en el espacio

Rectas en el espacio

Al igual que en el plano, una recta r en el espacio queda completamente determinada

por un punto P contenido en la recta, con coordenadas (g, o, 20) y un vector director

77 de coordenadas (vq, v, v3), cuya direccion es paralela a la de la recta. En el espacio

también existen diferentes ecuaciones con las que describir una recta. En concreto:

» la ecuacién vectorial: (z,y, z) = (2o, Yo, 20) + A(v1, V2, v3), con A € R,

T =1x9+ Avq

» la ecuacion paramétrica: y =y, + \vy, o, con A € R,

z = 2y + Avs



.. . T — X Y—"Y Z— 20
» |la ecuacion continua: = =
U1 V2 U3

)

Az +By+Cz+D =0
Ax+By+Cz+D =0

= la ecuacion implicita:

2.2. Planos en el espacio

Como es bien sabido, un plano 7 en el espacio viene determinado por un punto P € w
y dos vectores directores 0 y 7, de coordenadas no proporcionales, paralelos al plano. Si
P tiene coordenadas (zg,yo, 20) ¥ los vectores directores tienen coordenadas respectivas
(uy,us,u3) y (v1,v2,v3), las diversas maneras de describir analiticamente un plano son las

siguientes:

» la ecuacion vectorial: (z,y, z) = (2o, Yo, 20) +A(u1, ug, uz)+pu(vy, Vo, v3), con A, p €

R; para cada valor de A y cada valor de p obtenemos un punto del plano,
T = T + Aup + pu;
» la ecuacion paramétrica: gy =y + Aug + pvs ¢, con A pu € R,
z = 2y + Aug + pvs

= la ecuacion implicita: Ar+ By+Cz+ D = 0. Conocida esta ecuacion, se puede ob-

tener el vector normal o perpendicular a la recta, que viene dado por 7 = (A, B,C).

2.3. Posiciones relativas de dos planos en el espacio

Dados dos planos 7 : Az +By+Cz+D =0y« : Ax+ B'y+C'z2+ D" = 0, podemos

construir un sistema de ecuaciones con estas dos expresiones:

Ar+By+Cz+ D =0
Ae+By+C'z+D' =0



que tiene matriz ampliada

A B C|-D
A B C| =D

A =

Como en el caso de la posicion relativa de dos rectas, estudiando el sistema anterior, que

nunca podrd ser compatible determinado, podemos llegar a los siguientes casos:

= Los planos son COINCIDENTES: esto ocurre cuando existen infinitas soluciones y
todos los puntos de uno de los planos forman parte del otro, es decir, una de las
ecuaciones es proporcional a la otra; segin el teorema de Rouché-Frobenius, esto

ocurre cuando rg(A) = rg(A*) = 1.

= Los planos son SECANTES: esto ocurre cuando existen infinitas soluciones pero no
todos los puntos de uno de los planos forman parte del otro; segtin el teorema de

Rouché-Frobenius, esto ocurre cuando rg(A) = rg(A*) = 2.

= Los planos son PARALELOS: esto ocurre cuando no existe soluciéon; segun el teorema

de Rouché-Frobenius, esto ocurre cuando 1 = rg(A) < rg(A*) = 2.

2.4. Posiciones relativas de una recta y un plano en el espacio

Del mismo modo podemos estudiar la posicion relativa de una recta r, con ecuacioén
implicita:
Ar+By+Cz+D =0
Ar+By+C'z+D =0

y un plano 7, con ecuacién implicita

A”x—i—B”y—l—C”z—l—D”:O.



Para ello escribimos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el plano, que
tendra matriz ampliada
A B C | -D
A* = A’ B’ C’ Y
A// B// C// _D//
y analizamos las posibles opciones que se pueden presentar en dicho sistema de tres

ecuaciones con tres incognitas:

» Sirg(A)=rg(A*) =3 existe solucion unica: la recta y el plano son SECANTES y se

cortan en un punto.

» Sirg(A) =rg(A*) = 2 existen infinitas soluciones y la recta est& CONTENIDA en el

plano.
» Si2=rg(A) <rg(A*) =3 no existe solucion: la recta y el plano son PARALELOS.

Obsérvese que el rango de A no puede ser inferior a 2, ya que en dicho caso no tendriamos

un plano.

2.5. Posiciones relativas de dos rectas en el espacio

Finalmente, podemos estudiar las posiciones relativas de dos rectas, r y s, con ecua-

ciones implicitas:
Ar+By+Cz+D =0

Ac+By+Cz+D =0

A”l‘ + B//y + C”Z + D// — 0
A///x + B/l/y + O”/Z + Dl// — 0

respectivamente, a través de un sistema de cuatro ecuaciones con tres incognitas.



3.

Si rg(A) = rg(A*) = 3 existe soluciéon tnica: las dos rectas son SECANTES y se

cortan en un punto.

Sirg(A) = rg(A*) = 2 existen infinitas soluciones por lo que las rectas son COINCI-

DENTES.

Si 2 = rg(A) < rg(A*) = 3 no existe solucién, pero los vectores directores son

proporcionales: las rectas son PARALELAS.

Si 3 = rg(A) < rg(A*) = 4 no existe solucion y los vectores directores no son

proporcionales: las rectas SE CRUZAN.

Otros lugares geométricos

Los lugares geométricos de la recta y el plano tienen caracteristicas ecuaciones impli-

citas de caracter lineal. Vamos a repasar brevemente algunos lugares geométricos planos

un poco mas complicados, que vienen expresados mediante ecuaciones de segundo grado

(en las variables x e y), que se denominan cénicas y que deben su nombre al hecho de

que todas ellas pueden obtenerse cortando un cono con un plano.

Existen tres tipos de conicas:

las elipses,
las circunferencias, que analiticamente son un caso particular de las anteriores,
las parabolas, y

las
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Figura 3.3: Conicas que pueden obtenerse
mediante la intersecciéon de un cono y un

plano. La circunferencia se obtiene cortan-

do el cono con un plano paralelo a su base
: :

(o perpendicular al eje) que no pase por
el vértice. Para la elipse el corte debe ser
oblicuo a la base y cortar a todas las gene-
ratrices (de una seccion del cono) sin que
pase por el vértice. La pardbola resulta de

cortar el cono con un plano cuyo angulo
de inclinaciéon respecto al eje de revolu-
cion del cono sea igual al de su generatriz,
sin pasar por el vértice. Para obtener una

el plano debe cortar ambas sec-

ciones el cono.

La circunferencia:

Una circunferencia, como vimos al comienzo del tema, es el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan una distancia r, llamada radio, de un punto P = (g, yo),

llamado centro (ver figura 3.1.a). Su ecuaciéon viene dada por la expresion:

(. —20)* + (y — wo)* =12

Una manera alternativa de escribir la ecuacion anterior es mediante la expresion:
2 + 9y + Ax+ By + C =0,

donde A = —2x¢, B= -2y, y C = 53(2) + y% — 7

11



La elipse:

Dados dos puntos F; y F5, llamados focos, una elipse es el lugar geométrico de los

puntos () cuya suma de distancias a los focos es constante: d(Q, Fy) + d(Q, F») = 2a.

L
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-
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-
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- --‘--- - --}*

Figura 3.4: Lugar geométrico de los puntos ) cuya suma de distancias a los focos F} y Fy

es constante e igual a una cantidad 2a. La distancia entre los focos es 2¢. Las distancias

del centro P a los vértices de la elipse (donde los ejes de esta la cortan) son a y b. Las

cantidades a, b y c satisfacen el teorema de Pitagoras: a®> = b + 2.

La distancia entre los focos se llama distancia focal, y se denota por 2¢. Si definimos

la cantidad b mediante la expresion b? = a? — 2, entonces podemos describir una elipse

como sigue. Dados dos ntimeros positivos a y by un punto P = (xg, 30), llamado centro,

una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano dado por la ecuacion:

Tr — 2o

(

a

)+

Y —"%Yo
b

2
) -
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Obsérvese la relacion de los ntimeros a y b con los focos F} y F, de la definiciéon anterior
en la figura 3.4.

La cantidad e = 5 se denomina excentricidad de la elipse y es un nimero entre 0
y 1, ya que a > ¢ > 0. Cuando e = 0, la elipse es una circunferencia; el valor e = 1 no

puede alcanzarse.

La parabola:

La ecuacion de la parabola es bien conocida desde muchos cursos atras, y la repasare-
mos en el tema 4. Su definicion como lugar geométrico es la siguiente. Dados un punto F'
llamado foco y una recta r llamada directriz, una parabola es el lugar geométrico de los
puntos ) que tienen la misma distancia al foco que a la directriz: d(Q, F') = d(Q,r). Si
llamamos |p| a la distancia entre el foco y la directriz, entonces podemos dar la siguiente
definicion alternativa. Dado un niimero p estrictamente positivo o estrictamente negativo
(pero no nulo), una parabola vertical con vértice en el punto V' con coordenadas (g, yo)

es el lugar geométrico dado por la ecuacion

Obsérvese que considerar p positivo o negativo hace que las ramas de la pardbola estén
hacia arriba o hacia abajo. En general, la ecuaciéon de la parabola puede escribirse de
manera mas compacta de la forma habitual:

y = ar® +bx + c,
2

x x
cona:—,b:——oyc:—0+y0.
2p p 2p
Intercambiando x e y tendremos una parabola horizontal, con ecuacion:
)2
T — 1= (y — yo) .
2p

13



-2 + o r

e

Figura 3.5: Lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de la recta directriz
r vy del foco F. La distancia entre F' y r es p. El minimo de la curva, el vértice V/,

de coordenadas (zg, o), se encuentra en el eje de simetria de la parabola, de ecuacion
2
(x — )

Y—Y = %

La hipérbola:

Finalmente consideramos las hipérbolas, que se definen de la siguiente manera. Dados
dos puntos Fi y Fy llamados focos, una es el lugar geométrico de los puntos
@ cuya diferencia de distancias a los focos es constante: |d(Q, Fy) — d(Q; F2)| = 2a. Si
la distancia entre los focos (distancia focal) es 2c y definimos la cantidad b mediante

b? = c® — a?, entonces la ecuacion de la hipérbola seria:

Al igual que en el caso de la elipse, podemos definir la excentricidad de la hipérbola

c
como la cantidad e = —, que es siempre mayor que 1. La hipérbola presenta dos asintotas
a
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oblicuas dadas por las expresiones

Yy p
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Figura 3.6: a) Lugar geométrico de los puntos () cuya diferencia de distancias a los focos
Fy y F5 es constante e igual a una cantidad 2a. La distancia entre los focos es 2c¢. Las
asintotas estan representadas en gris. b) Los puntos de la hiperbola cumplen la ecuacion

2 2
<§> — (%) = 1. Las cantidades a, b y c satisfacen el teorema de Pitadgoras: ¢ = a? +b.
a
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