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1. Vectores

1.1. Puntos. Vectores fijos y vectores libres

Recordemos que un sistema de referencia cartesiano es un par (para el plano) o una
terna (para el espacio) de rectas numéricas perpendiculares entre si, que denominamos
ejes coordenados, y que se cortan en un tnico punto que denominamos origen de
coordenadas. Un punto, del plano o del espacio, no es mas que una posicién en el mismo,
que suele representarse con alguna letra maytscula (A, B, P, @, ...). Para localizar de
manera precisa y Unica un punto, utilizamos sus coordenadas respecto al sistema de
referencia cartesiano elegido.

Un vector fijo es un segmento orientado: el vector /@ es un vector con origen en el
punto A y extremo final en el B y lo podemos interpretar como la representacion de un

movimiento (desde el origen hasta el final).

sy Figura 2.1: El vector fijo AB del
B plano tiene origen en el punto A,
de coordenadas (1,1/2), y extre-
mo final en el punto B, de coor-

T denadas (2, 2).

En todo vector se pueden definir tres elementos ya conocidos, de interpretacion geomé-
trica inmediata: su direccion (la “inclinacion” de la recta a lo largo de la cual se produce
el movimiento), su sentido (desde el origen hasta el final, o, intuitivamente, el que viene
indicado por la “punta” de la flecha) y su médulo (que indica la longitud del vector). Los

vectores con igual direccion, sentido y modulo se denominan vectores equivalentes.



Figura 2.2: Todos los vectores ro-

jos tienen la misma direccion, el

mismo sentido y el mismo modu-

lo que el vector B Todos ellos

son equivalentes entre si.
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El conjunto de todos los vectores equivalentes a uno dado se denomina vector libre.

Las caracteristicas de interés son exclusivamente direccion, sentido y moédulo, y no los

puntos inicial y final, ya que carecen de posicién fija.
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Figura 2.3: Los vectores rojos
son equivalentes entre si; todos
ellos representan un mismo vec-
tor libre, diferente del representa-
do por los vectores azules, que a

su vez son equivalentes entre si.

Es habitual representar tales vectores por una letra, por ejemplo 7, y dibujarlos con

su extremo final sobre el origen de coordenadas, aunque en ocasiones, como veremos mas

tarde, se utilizan representantes mas convenientes.



Recordemos que el vector cuyo punto inicial coincide con el final se denomina vector

cero, y se representa mediante el simbolo 0. Obviamente, este vector tiene modulo 0.

Operaciones (lineales) con vectores libres:

Las siguientes operaciones con vectores libres son bien conocidas:

= Suma de vectores: Para sumar grdficamente dos vectores libres U y o se escogen
como representantes dos vectores tales que el extremo final de uno coincida con el
origen del otro vector. El vector suma se dibuja uniendo el extremo inicial del primero

con el final del segundo, como se muestra en la figura 2.4.

3y Figura 2.4: La suma del vector v

U+ y del vector ¥/ proporciona el vec-
tor i + . Para dibujar el vector

T w suma podemos elegir representantes

T convenientes de 7 y .

» Producto de un namero (real) por un vector: El producto de un ntmero
k € R por un vector U es otro vector kU con las siguientes propiedades:
o kU tiene igual direccion que el vector U
e kU tiene mismo sentido que el vector U sikes positivo;
e k7 tiene sentido contrario al vector U si k es negativo;

e k7 tiene modulo |k|| 7|



Figura 2.5: Producto del vector 31y
2 por un k positivo, de modu- 2
lo mayor que 1 (vector 27) y por

un k negativo, de moédulo menor 1y

1
que 1 (vector —57) z

Combinacién lineal de vectores:

La aplicacion sucesiva de las operaciones anteriores da lugar al siguiente concepto.

Una combinacioén lineal de los vectores U_1>, 11_2), ... 7, es una expresion de la forma:
— — —
a1v1 + agva + -+ - + apy,

con a, as, . .. a, nameros reales cualesquiera denominados coeficientes.
Se di o de escribi binacién lineal de 1 o i
e dice que u se puede escribir como combinacién lineal de los vectores vy, ..., v, si

se puede escribir

Vectores linealmente dependientes y linealmente independientes

Un conjunto de vectores se dice que es linealmente dependiente cuando uno cual-
quiera de ellos se puede escribir como combinacién lineal del resto. Otra forma alternativa
de definirlo es: un conjunto de vectores es linealmente dependiente cuando podemos es-
cribir el vector 6) como combinacion lineal de ellos sin que los coeficientes sean todos
cero.

Adicionalmente, un conjunto de vectores se dice que es linealmente independiente

cuando ninguno de ellos se puede escribir como combinacion lineal del resto. O de forma
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alternativa, si el vector 0 se puede expresar como combinacion lineal de ellos solo cuando

todos los coeficientes son 0. Es decir:

si a1v_1> + agv_g + -4 anv_n> = 0 entonces necesariamente a; = as = --- = a,, = 0.

1.2. Bases de vectores

Consideremos, en primer lugar, el plano (bidimensional) y todos los vectores libres que
podemos considerar en él.

Una base de vectores del plano, B, estd formada por dos vectores U y 7, que
son linealmente independientes y tales que, a partir de combinaciones lineales de ellos,
podemos obtener todos los demés vectores del plano de forma unica. Es decir, dado el

vector 7 lo podemos escribir de forma unica en la forma:
Z=au +87.

Los nimeros nicos o'y  se denominan coordenadas de =z respecto a la base B. En
una base, el orden en que se colocan los vectores (primero, segundo, etc.) es importante,
por lo que se denota con paréntesis de la siguiente forma: B = (7, 7)

La base més utilizada en el plano es la base canénica, By, formada por los vectores 7

y 7, que como sabemos tienen moédulo 1 y son paralelos a los ejes X e Y, respectivamente.

Si consideremos a continuacion el espacio (tridimensional) y todos los vectores libres
que podemos considerar en él, una base B = (7, o, W) estd formada por tres vectores
linealmente independientes que permiten generar todos los demés vectores del espacio
mediante combinaciones lineales, con lo que se definen sus (tres) coordenadas, de manera

- = —>>

unica. La correspondiente base canodnica del espacio es By = < t,7,k

En lo que sigue consideraremos siempre estas bases candnicas.



1.3. Producto escalar de dos vectores - en el plano o en el espacio

Sean U y T dos vectores libres en el plano, cuyas coordenadas en la base candnica
son (u1,us) y (v1,vq), respectivamente. Se llama producto escalar de ambos vectores al

valor de la siguiente expresion:

7 . 7 = UV] + UgV3.

Si consideramos que los vectores 0 y T estén en el espacio, con coordenadas respec-

tivas, (u1,us,u3) y (v1,v9,v3), su producto escalar se define como:

u -V = ULV + Uy + U3zvs.

En ambos casos, este valor numérico coincide con:
U -V = |||V cos,

donde 6 es el angulo que forman los vectores U y .

A partir del producto escalar, podemos describir el médulo de un vector. Este se

calcula mediante la férmula:

@ =vVT 7.

En el caso del plano, esto se escribe como:

7| = \/ud + 3

como ya sabemos y en el caso del espacio:

| = \/u? + 3+ ui.

Si el modulo del vector W es 1, se dice que U es unitario.



A partir de cualquier vector U, se puede obtener un vector unitario con la misma
direccion y el mismo sentido que 7, sin mas que dividir dicho vector por su médulo. Este

proceso se denomina normalizaciéon del vector:

U
7unitario = 1=
Kl

Ademas, a partir del producto escalar también podemos determinar el dngulo entre

dos vectores con la expresion:

cosf = M
kdid

De aqui se deduce que si vV = 0, los vectores forman un dngulo de 90°, es decir, son
perpendiculares. El término més habitual para expresar esto es decir que los vectores son

ortogonales.

2. Matrices

Una matriz de tamano o de dimensién m X n es una disposicion rectangular en m
filas y n columnas de nimeros reales (jo complejos!), denominados elementos o entradas.
Las matrices se suelen indicar con letras maytsculas, mientras que los elementos de las

mismas se denotan con letras mintusculas:

a1 a12 Ce A1p

Q21 Q22 ... Q2q
A= (ay) =

Am1 Am2 RN Qmn

Asi, el elemento (7, j) de la matriz, es decir, el que ocupa la posicion dada por la i-ésima
fila y la j-ésima columna, se representa mediante a;;.

Algunas definiciones conocidas son las siguientes:
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Una matriz de dimension m x m se denomina matriz cuadrada.

Una matriz de dimension m x 1, es decir, que consta de una tinica columna, a menudo
se denomina vector columna; del mismo modo, una matriz de dimensiéon 1 x m, es

decir, que consta de una tnica fila, se denomina vector fila.

La diagonal principal de una matriz A de dimensiéon estd formada por

los elementos de la forma a;;, para 1 <i < min{m,n}.

Una matriz cuadrada cuyas entradas por encima de su diagonal principal son cero
se llama matriz triangular inferior. Es decir, a;; = 0 para todo 7 > 7. Una
matriz cuadrada cuyas entradas por debajo de su diagonal principal son cero se

llama matriz triangular superior. Es decir, a;; = 0 para todo j < 7.

Una matriz de dimension m X n con todas las entradas iguales a cero se denomina

matriz cero y la representamos por 0,,x,.

Una matriz cuadrada de dimensiéon n x n con todas las entradas iguales a cero
excepto las de la diagonal principal, que valen 1, se denomina matriz identidad y

se representa mediante I,,.

Dados los vectores columna vy, ..., v,, llamamos combinacién lineal de estos vec-
tores a una expresion de la forma: ajv; + agvy + - -+ + @, v, donde aq, g, ..., o,
son nimeros reales. Decimos que los vectores vy, ..., v, son linealmente indepen-

dientes si, de la expresiéon ajv; + -+ 4+ v, = 0, se deduce que necesariamente

oy =g = =qa,=0.

Llamamos rango de una matriz A (y lo denotamos por rg(A)) al nimero de

columnas linealmente independientes de la matriz. Este nimero coincide con el



numero de filas linealmente independientes de A.

2.1. Operaciones con matrices

A continuaciéon describimos distintas operaciones que involucran matrices y recorda-

mos algunas de sus propiedades més importantes.

Suma de matrices

Dadas las matrices A y B de tamano m X n, definimos la suma de A y B, y lo
representamos por A + B, como la matriz cuyo elemento (7, 7) es a;; + b;;.

La suma de matrices es conmutativa:

A+ B =B+ A.

Producto por un niimero (real)

Dados el niimero « y la matriz A de tamano m X n, definimos el producto de « por

A, y lo representamos por «A, mediante la matriz cuyo elemento (i, j) es aa;;.

Producto de matrices

Dadas las matrices A, de tamano m X n y B, de tamano n X p, donde el nimero n
de columnas de A es igual al niamero de filas de B, el producto C' = A B existe y tiene
dimension m x p (aunque B A puede existir o no). Normalmente no se escribe el signo
de multiplicacion.

Si C' = (¢;j) escribimos:

n
Cij = D _p—y @ikbrj = @inbij + @by + - -+ + ainby; -




Es decir, el elemento ¢;; del producto es el producto escalar de la i-ésima fila de A (a1,
@2, -+, Qin) ¥ la j-ésima columna de B (by;, byj, -« -, byj).
La multiplicacién de matrices NO es conmutativa en general, es decir, normal-

mente A B # B A, incluso si las matrices A y B son cuadradas.

2.2. Traspuesta de una matriz

Cualquier matriz A = (a;;) de tamano m X n tiene una tnica matriz traspuesta,
representada por A?, de tamano n x m, cuyo elemento (i, j) es a;;. Obviamente, la primera
fila de A es la primera columna de A!; la segunda fila de A es la segunda columna de A?

y asi sucesivamente.

2.3. Inversa de una matriz cuadrada

Consideremos una matriz cuadrada A de dimension n x n. Si A tiene rango n, se dice
que A es no singular; si su rango es menor que n, la llamaremos matriz singular. En el

caso de que A sea no singular, podemos asociarle una matriz especial.

Toda matriz cuadrada A de dimensién n x n no singular (i.e., de rango n) tiene una

matriz inversa, de dimensiéon n x n, denotada por A~!, que satisface:

AATT=ATA=1,.

Una matriz con inversa se dice que es invertible.

2.4. Determinantes de matrices cuadradas

Sabemos que toda matriz cuadrada A de dimensiéon n X n tiene asociado un nimero

llamado determinante, denotado por det(A) 6 |A|, calculado a partir de los elementos de
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la matriz. Para matrices 3 x 3 podemos usar la regla de Sarrus, pero esta no funciona
para matrices de tamano mayor. El siguiente método puede utilizarse para matrices de
cualquier tamano.

Dada una matriz A = (a;;) de dimension n x n, se tiene que para cualquier fila

1 <4 <n,

det(A) == Z CLijC;},
j=1

donde C’g, se define mediante la formula

i = (—1)* det (M)

y M{j‘ es la matriz que se obtiene de A al eliminar la i-ésima fila y la j-ésima columna. El

desarrollo también puede hacerse por columnas. Vedmoslo con un ejemplo.

1 2 0
Ejemplo. Sea la matriz A= | 2 0 1

0 0 1
Para calcular su determinante podemos escoger cualquier fila o columna; si considera-

mos por ejemplo la primera fila, tenemos:

0 1 2 1 2 0
det(A) =1 —2 +0 =1x0-2Xx2+40x0=—4
0 1 0 1 0 0

A efectos practicos, es util buscar una fila o columna con muchos ceros, porque aho-

rramos calculos. Por ejemplo, si utilizamos la columna 2, bastaria con calcular:

2 1
det(A) = —2 = —2x2=—4
0 1
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En general:
a
» Para una matriz A = de dimension 2 x 2 el determinante seria:
det(A) = ad — be.

» Para una matriz A = (a;;) de dimension 3 x 3 el determinante serfa:
det(A) = ayy C’ﬁ + aq9 C’g + a3 C’g .
o también, por ejemplo: det(A) = ag; Cay + ag Ci + a3 Cay 6 det(A) = a3 Cf +
azs Cay + azs C3y.
» Si A= (a;;) es 4 x 4, evaluando con la primera fila tendremos:
det(A) = ay C{ + arn Ofy + ar3 Cfy + as CFy

donde cada uno de los cofactores Cf}, C1b, C:4, Cik se obtiene con la definicién del

determinante de una matriz 3 x 3, etc., y asi sucesivamente.
Algunas propiedades fundamentales de los determinantes son:

1. Si A tiene dos filas o dos columnas iguales, det(A) = 0.
2. det(I,) = 1.

3. det(A) =0 siy solo si A es singular.

4. det(A B) = det(A) det(B).

5. det(A') = det(A).

12



1
6. Si A™! existe entonces det(A™!) = Jet(A)°

1
7. Si A7! existe entonces A7 = det(A) x adj(A)', donde adj(A) es la matriz adjunta
e

de A que se obtiene sustituyendo cada entrada a;; en A por C{?.

3. Sistemas de ecuaciones

Una ecuacion lineal de n incognitas x1, zs, ..., x, es una expresion de la forma
a1y + asxs + - + apx, =0,

donde ay,as,...,a, y b son numeros (reales) conocidos. Los primeros se llaman coefi-
cientes y el iltimo, término independiente. Obsérvese que todas las incognitas estan
elevadas a lo sumo a 1. Una solucién de una ecuacién lineal con n incégnitas es una
coleccion ordenada de valores (1,2 ...,2,) que al ser sustituida en la expresion de la
ecuacion, hacen que esta se convierta en una identidad.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas esta formado por m ecuaciones

lineales en las mismas incégnitas, de las que se busca una solucién comun:

11T, + -+ a1 T, = by

Q121 + -+ Amnln = bm
Los términos a;; (coeficientes) y b; (términos independientes), con i = 1,...,my j =
1,...,n son numeros reales (conocidos).
Una solucion de un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es una colecciéon
ordenada de valores (z1,xs,...,2,) que verifican las m ecuaciones a la vez. Resolver
el sistema es encontrar una solucién. Dos sistemas con la misma soluciéon se llaman

sistemas equivalentes.
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Si todos los valores b; son iguales a cero, el sistema se llama homogéneo, y verifica que
siempre tiene al menos una solucién: z; = x9 = ..., x, = 0, que se conoce como soluciéon
trivial. Pueden existir mas soluciones para un sistema homogéneo, pero la trivial siempre

existe.

3.1. Notacidén matricial

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas se puede escribir en forma ma-
tricial del siguiente modo: AX = B. La matriz A se llama matriz del sistema, es de
dimension m x n y sus elementos son los coeficientes de las incégnitas. La matriz X es
una matriz columna, de dimensiéon n x 1, formada por las incognitas del sistema. Por tul-
timo, la matriz B es otra matriz columna, de dimensién m x 1, formada por los términos

independientes. Es decir:

a11 e ain st b1

Ami - Qmn Tn b,
Ademas, se llama matriz ampliada del sistema, la cual representaremos por A*, a la
matriz de dimensiéon m x (n + 1) que se obtiene a partir de la matriz A, anadiéndole la

columna formada por los términos independientes, es decir:

11 c. a1n bl

3.2. Clasificacion de sistemas

Los sistemas lineales pueden clasificarse segiin el nimero de soluciones que tengan de

la siguiente manera:
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= si el sistema tiene soluciéon tnica, se llama Compatible Determinado;
= si el sistema tiene infinitas soluciones, es Compatible Indeterminado;
= si el sistema no tiene solucién, se llama Incompatible.

Discutir un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas consiste en estudiar
cuéntas soluciones tiene. Determinar cuantas soluciones existen no implica que las calcu-
lemos en el proceso de estudio.

Para discutir un sistema podemos utilizar el teorema de Rouché-Frobenius:

Sean A la matriz del sistema y A* su matriz ampliada. La condicién necesaria y
suficiente para que un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas sea compatible

es que el rango de la matriz A sea igual al rango de la matriz ampliada (A*). Es decir:

rg(A) = rg(A").
Si el valor comin de los rangos coincide con n, el sistema es compatible determinado.
Si, por el contrario, el valor de los rangos es menor que n el sistema es compatible
indeterminado.

Resumiendo:
» Sirg(A) = rg(A*) = n: sistema compatible determinado (tnica solucion).

s Sirg(A) = rg(A*) < n: sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones).

» Sirg(A) # rg(A*): sistema incompatible (ninguna solucion).
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3.3. Métodos de resolucion de sistemas lineales

Existen distintos métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, como el

método de Gauss, el método de Cramer o el calculo de la matriz inversa.

REGLA DE CRAMER

Un sistema de ecuaciones lineales recibe el nombre de sistema de Cramer cuando se

cumplen las dos condiciones siguientes:
1. El nimero de ecuaciones es igual al niimero de incégnitas.

2. El determinante de la matriz de los coeficientes (matriz del sistema) es distinto de

cero (det(A) # 0).

Un sistema de Cramer es, por definicién, compatible determinado, puesto que se cum-

ple que rg(A) = rg(A*) = n (ntmero de incognitas).

Consideremos un sistema de Cramer, es decir, un sistema de n ecuaciones lineales con
n incognitas. Llamaremos matriz asociada a la incognita z; y la designaremos por A; a
la matriz que se obtiene al sustituir en la matriz del sistema la columna ¢ por la matriz
columna de los términos independientes. El valor de cada incognita se obtiene dividiendo
el determinante de la matriz asociada a dicha incognita por la matriz del sistema (matriz

de los coeficientes de las incognitas):

~det(A)”

Z;

Vedmoslo con un ejemplo:
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Ejemplo. Sea el sistema

21’1 +3!L’2+5ZL’3 = 4
—T —|—3(L’2—|—4[I)3 =0

rT1+ 1o +a3=1

2 3 5
La matriz del sistema es A = -1 3 4 y la matriz ampliada es A* =
1 1 1
2 3 5|4
-1 3 410 . Como det(A) = =7 # 0 podemos utilizar el método de Cra-
1 1 1|1

mer. Podemos hallar la solucién tinica mediante las siguientes operaciones:

43 5
det| 0 3 4
111 7
e det(A) == =h
2 4 5
det| —1 0 4
111 -
2 det(A) ==
2 3 4
det| -1 3 0
111 7
e det(A) =5z =1t

17




METODO DE GAUSS

El método de Gauss es una generalizacion del método de reduccion, que utilizamos para
eliminar una incoégnita en los sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas. Consiste en la
aplicacion sucesiva del método de reduccion, utilizando las siguientes reglas, que permiten

obtener sistemas equivalentes:
= Multiplicar o dividir una fila por un nimero real distinto de cero.
» Sumarle a una fila otra fila multiplicada por un ntimero distinto de cero.
» Cambiar el orden de las filas.

Asi transformamos la matriz ampliada A* en una matriz triangular superior, de modo
que cada fila (ecuacion) tenga (al menos) una incognita menos que la inmediatamente
anterior. Se obtiene asi un sistema, que llamaremos escalonado, tal que, en general, la

ultima ecuacién tiene una tnica incognita, la pendltima dos incognitas, la antepentultima

tres incognitas,. .., y la primera todas las incognitas.
Ejemplo. En el ejemplo anterior, partimos de la matriz ampliada del sistema:

2 3 514

A"=1 -1 3 4|0

1 1 1|1

Podemos intercambiar las filas 1 y 3:

1 1 1)1

A"=1 -1 3 410

2 3 5|4
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Podemos sustituir la fila 2 por el resultado de sumar las filas 1 y 2:

1 1 1|1
A*=10 4 5|1
2 3 5|4

Podemos sustituir la fila 3 por el resultado de restar la fila 3 a la fila 1 multiplicada

por 2:

0 -1 —-3]| -2

Podemos sustituir la fila 3 por el resultado de sumar la fila 2 y la fila 3 multiplicada

por 4:
1 1 1 1
A= 04 5 |1
0 0 —=7|-7
De la tltima fila se deduce que —7x3 = —7, por lo que z3 = 1.

De la segunda fila se deduce que 4x5+5x3 =1 =4ro+5=1= 4wy = -4 = x5 = —1
Finalmente, de la primera fila se deduce que z14+2x2+23=1=2;,—14+1=1= 2, =1,

como ya sabiamos.

METODO DE LA MATRIZ INVERSA

Consideremos un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas: AX = B (A es de
tamano n X n). Si el determinante de la matriz A es distinto de cero (det(A) # 0), la

matriz A tiene inversa, A~!. Por lo tanto, podemos calcular la soluciéon X del siguiente
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modo:

AX=Bo A'AX=A""Bs X=A"B.

Ejemplo. En nuestro ejemplo, podemos calcular la inversa de la matriz A y obtener:

A=l
7

Entonces de nuevo obtenemos la solucién:

1 1 -2 3 4 7 1

1 1
X=| 2, [=A"B= 5 3 1 0 |=z| -7 |=| !
3 4 -1 -9 1 7 1
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